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Abstract: This paper displays some summing up characteristics of the subrows of the harmonic

series.
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Spunem ca o multime este sumabild daca
putem determina o metoda prin care sd atribuim
un numdr real sumei tuturor elementelor sale.
Dacd multimea este numadrabila, deci formeaza
un sir {a,}, atunci suma elementelor formeaza

o serie notatd » a, sau mai simplu ) a, daca
n=1

nu ne intereseazd suma. Sumabilitatea In acest

caz se traduce prin convergenta sirului de sume

n
partiale ordonate S;=>a, .
k=1
Se poate consulta [1], cap.Ill, §5, pentru
detalii privind sumabilitatea in general si cazul
seriilor de numere reale.
Acest articol studiaza sumabilitatea catorva

subsiruri pentru sirul {l} , suma termenilor sai
n

fiind cunoscutd sub numele de seria armonica.

Se stie [1], pag.131, c@ seria lui Riemann
1 7 3 : A

Z—_l converge dacd a >1 si este divergentd in
n’

rest. Atunci sirul dat nu este sumabil, sirul

sumelor partiale ordonate fiind monoton

crescdtor §i nemarginit superior, deci cu

limita eo. Dar existd subsiruri de forma {%} 4
n

ke N—-{0,1} care sunt sumabile, la unele
putem afla si suma. Un alt subsir sumabil

remarcabil este {L'} . suma sa fiind numarul lui
n

Euler e. Este evident ca existd si subsiruri care
nu sunt sumabile.

De exemplu, subsirurile: {LI {——1——}
2n+1

ZnJ’

Propozitille care urmeazd se vor ocupa de
sumabilitatea altor submultimi din sirul
considerat.

- : 1 : =
Propozitia 1. Seria » — este divergentd,

1

p; fiind numerele prime ordonate crescdtor.

Demonstratie. Fie @(n) numarul numerelor
prime mai mici sau egale cu n si sumele partiale

din seria consideratd de forma s(n)= Z —1—

pi<n Fi
Este evident cd s(n)—s(n—1) are valoarea pgl
dacd n =p, este numar prim si 0 in caz contrar.
Atunci n[s(n) —s(n—1)]=1 de unde rezultd ca
pentru numdrarea numerele prime mai mici sau
egale cu n putem folosi expresia:
o(n) =1[s(1) = s(0)] + 2[s(2) = s()] +--- +
+nfs(@) —s(n — D] =nsm) —[s(1) +--- + s(@ - )]
(1)
Dacd seria din enunt ar fi convergentd si ar
avea suma s, atunci sirul {s(n)} ar fi convergent
cu limita s. Consecinta Cauchy de la lema lui
Stolz [1], pag. 123, spune ca sirul mediilor sale
aritmetice este convergent si are aceeasi limita.
Rezulta astfel ca:

lim —(’E(L)
n

s(1) +---+s(n)

n

=lims(n) — lim =0

(02)
Convergenta seriei si limita precedenta
asigura existenta unui n suficient de mare
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astfel incat:

s—s(n)=>. e

pi=n Pi

| ! ]
~ @(nlm) < 2

03
2n! )

2’ nlm
pentru m suficient de mare. Cu aceste valori sa
considerdam numerele t,=nlk—-1, <k <m.

Daca numarul prim p divide pe t, evident cd
p>n, iar daca t,—t;p atunci k—i:p. Dar

diferentele k —ie 0,m—1 si dintre ele numai

p

este numarul maxim de numere t, divizibile cu

+1 sunt divizibile cu p. Rezultd cd acesta

p. Deoarece fiecare t, este divizibil cel putin
cu un numadr prim situat intre n si n!m rezulta
ca numarul numerelor t, divizibile cu numerele

prime n < p;< n!m este mai mare decat m. Deci

m< Y )s 5 (1+3js
n<p;<nim Pi

m

_bi_

Ll +
n<p;<n'm

< Dl+m), —l—z(p(n!m)+ms—ms(n) (04)

pi<nim p;>n Fi
Folosind relatiile (03) rezulta ca:

n!m
1>L—)+s—s(n)21 (05)
nm
ceea ce este absurd. Urmeaza ca presupunerea
facuta este falsa, deci seria este divergenta.

Observatia 1. Presupunerea falsd ca seria
precedentd nu este convergentad nu conduce la

concluzia ca hmfﬂ(ﬁ
n
conform teoremei lui Cebasev, [3], pag. 61,

care a aratat ca:
0,40 < ©(n) v 0,48
lgn n

nu ar i 0. Aceasta este 0

(06)
lgn

1]

Propozitia 2. Daca din sirul J r se elimind

n/

termenii pentru care, in scrierea zecimald, n nu

contine cifra 9 seria obtinutd este convergentd.
Demonstratie. Se stie ca oricare ar fi ne N
existd m natural asfel incat:
m<10m<n<10(m+1) (07)

Sdnotdm cu {A,} sirul sumelor partiale ordonate

: R PR 1
pentru seria cu termenii ramagi din sirul {—7
(n
dupa eliminarea celor mentionati In enunt. Atunci
34

(1 N (1,1 1)
An:Ll+—+~-~» S i T s e e
2 8 )

14

xe

1 1 1)
+ et +
L10(m—-1) 10m -9 lOm—lJ

] 1 2263 9 9
— +—< i i}
10m n_ 840 10 10(m~1)
N 9 2283 iA (08)
10m 840 10 ™

deoarece si din multimea numerelor naturale
{1,2,---,m} sunt eliminate cele care contin cifra
9 in scrierea zecimald. Atunci:

112_2283 +iAm< A=

840 10

2283
A_ < <27 09
m< ey (09)

Deoarece seria are termenii pozitivi si
sumele partiale formeaza un sir marginit, rezulta
cd seria este convergenta. Suma este mai micd
decit 27.

Propozitia 3. Oricare ar fi numadrul rational
r21 exista o suma partiald neordonatd a
seriei armonice a cdrei valoare este r.

Demonstratie. O suma partiald neordonata
a seriei este de forma S, = Zi, unde I este o

nel
multime finitd de numere naturale. S& notim

cu S, suma partiald ordonatd de rang n. Va
exista un rang n, astfel incat:

1
ot+1

S

HOSr<Sn0+1 :Sn0+

(10)

Daca r :Sno atunci aceasta este suma

partiala cautatad. Dacd nu, atunci notdm:
1
ng +1

<1

(11)

0<n=r-8, <

1
<n<—
n1+1 ) nl

deci existd n; € N astfel incat

s1 evident n;>ng. Daca atunct

I'1=
n;+1
r=S;, undel={,2,---,ng,n;+1} si demon-

stratia este terminatd. In caz contrar observdm

cd numarul rational r,=r1— are aceeasi

n1+ 1
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proprietate ca si 1, deci existd n,>n; Incat

| e :
< r,< — si procedeul poate continua.
n2+ 1 n %)

Observam cd au loc relatiile:

]
0= PL <— < mpi<qy,
qp 0
r2=p_2: P1— (ql_nlpl) (12)
qq q2

deci p,< p,. Acest fapt aratd cd procedeul este
finit, deoarece existd un numar finit, k, de
numere naturale mai mici decit p;. Atunci

={S5 +Z

si demonstratia este finalizata.
= 0ol

Observatia 2. De fapt proprietatea are loc si
pentru numerele rationale mai mici decat 1, doar
cd In acest caz suma partiala ordonata S, = nu va

incepe cu 1 ci cu un anumit termen al seriei.

Considerdm acum cazul cdnd adundm doar
7 MU | g
unii termeni ai sirului <(—r, 1ar pe alfii i scadem.
n

Daca facem acest lucru alternativ obtinem seria
armonicd alternantd, despre care stim cd este
convergentd conform criteriului lui Leibnitz [1],
pag. 142. Sa analizdm cazul seriei formate prin
adunarea primilor p termeni din sir, apoi sciaderea
urmadtorilor q termeni, adunarea urmatorilor p
termeni Si asa mai departe. Daca notdm:
0 k(p+q)+1<n<k(p+q)+p

"I k(p+q)+p<n<(k+I)(p+aq)
(13)

el

n [

Propozitia 4. Conditia necesard si suficientd

atunci analizam sumabilitatea sirului

1
pentru convergenta seriei ) (—1)*"— este p=q.
n

Demonstratie. Din sirul sumelor partiale
ordonate analizam subsirul {S,,,4)}. unde

n-1

So(p+q) = Zak =
;:o k(p+q)+1 k(p+q)+p

- l SO 1 (14)
k(p+q)+p+1 k(p+q)+p+qJ

Observdm ca am obtinut termenul general din
sirul sumelor partiale pentru seria » a, .

limka, =24
p+tq
deci seria este divergentd conform criteriului
in o [2], pag. 45, adica lim S, ==
n

Daca p#q atunci #0,

Daci p = q atunci:

1 1 1
Ay = - + -
" 2kp+1 (k+Dp+1 2kp+2
1 1 1
= B I - =
Qk+Dp+2 Qk+1)p (2k+2)p
P
=2 . (15)

1 2kp+1)(2kp +p +1)

P 1
deci limkZa, =Y 2=~

i=4p” 4
D a, este convergentd, conform aceluiasi criteriu

Rezultd ci seria

in o, deci sirul {S; ¢, 4} este convergent.

Termenii subsirurilor complementare acestuia
din sirul sumelor partiale {S,} pentru seria din
enunt diferd de ai subsirului {S,q ¢} printr-un
numar finit de termeni care au limita 0. Rezulta
cé toate subsirurile au aceeasi proprietate cu cel
pe care l-am studiat, deci sirul sumelor partiale
pentru seria din enunt este convergent daci p = q
si divergent dacd p # q. Deci seria converge
in primul caz si este divergentd in al doilea.

Metoda de demonstratie permite generalizarea
criteriului lui Leibnitz.

Propozitia 5. Fie {a,} un sir descrescator de

numere reale pozitive cu limita 0. Atunci seria

i(—l)man , pe N={0} (16)
n=0

este convergentd.
Demonstratie. Consideram subsirul {S;; .}

din sirul sumelor partiale pentru seria (3). Deci

Ska—_- (ao+ a]+ et ap_l) = (ap+ ap_+_1 +

+'”+a2p—l)+'“+(a(Zk—Z)p + -4
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-~+a2kp_]) (17)

Deoarece sirul {a,} este descrescitor se observa

+ak-1yp-1) ~(@k-1p *

cd {Syy,} este sir descrescator marginit inferior

de 0, deci convergent. Celelalte subsiruri din
sirul sumelor partiale au termenii de forma:

| Sorptaokpert s Fagkpsi 1<p
Ska+i:'S L

l. Qk+D)p~ 3Qk+1)p ~ T A2kp+i 1=P

(18)

deci au aceeasi limitd cu sirul considerat

pentru ca sirul {a,} are limita 0. Astfel sirul
sumelor partiale ordonate ale seriei (3) este
convergent, deci seria este convergentd si
astfel propozitia este complet demonstrata.

Dacé procedeul] folosit la formarea seriei din
propozitia 4 foloseste doi termeni pozitivi si
unul negativ, dar neordonat, este posibil ca seria
rezultatd sd fie convergenta.

Propozitia 6. Dacd suma seriei armonice
alternante este 2s atunci seria:

1111]1111
+

]————

24368710

129
(19)
este convergenta si are suma s.
Demonstratie. Proceddm ca la propozitia 5
considerand un subsir al sirului sumelor partiale
pentru seria data. Fie:

S3n:i‘/ — ‘Lj:

Z\2k+1 4k-2 4k

ké( 2k —1 "—) § 4k(2k =0
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n
A 1/ i r i,
2k1\2k—1 "2k )T 2\ 2 3 4
L S __‘_]:ls,n (20)
5 6 2n—1 2n 2T

unde s, este suma partiald de rang 2n a seriei
armonice alternante, deci lims,, =2s. Astfel

rezultd cd sirul sumelor partiale pentru seria din
enuntul propozitiei este convergent, deoarece

21

Rezultd cd seria este convergenta si are suma s.

Acest exemplu este o confirmare a teoremei
lui Riemann care afirma ca in cazul unei serii
convergente, dar nu absolut convergente, putem
schimba ordinea termenilor astfel incét seria nou
obtinuta s fie divergentd sau convergentd avand
suma un numdr dinainte stabilit. Demonstratia
poate fi gasita in {1], pag. 150.

limSy, =limS; ,; =limS;,,, =s
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